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Laguerre 基下单变量多项式的子结式

旷丽容　刘兰兰 *

贵州民族大学　数据科学与信息工程学院　贵州省贵阳市　550000 

摘 　要： 本文研究了 Laguerre 基下单变量多项式的子结式，提出了 Laguerre 基下关于x的 k 阶子结式的构造方法．将标准

基下的子结式理论推广至 Laguerre 基并且利用过渡矩阵建立标准基和 Laguerre 之间的联系，再应用标准基下的 k 阶子结式

表达式证明了 Laguerre 基下所构造矩阵的行列式与子结式多项式的等价关系．
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引言

在多项式代数理论中，结式和子结式是研究多项式公

共根、计算最大公因式及研究代数方程组解结构的重要工

具 [1-4] ．十八世纪末 Bézout 提出用消去法判定多项式组

公共根的存在性问题，奠定了结式的理论基础 [5]．Sylvester 

(1853) 提出通过构造 Sylvester 矩阵的行列式来定义结式，将

多项式公共根的判定问题转化为行列式计算，即若两个多项

式  ( )f x 和  ( )g x 的结式 ( , ) 0R f g = ，则 f 和 g 在代数闭域中存

在公共根，这一判定方法避免了逐次消元的复杂性，为公共

根的存在性提供了代数判定工具．1948 年，Habicht 建立了

标准基下多项式结式递推的计算框架，为符号计算提供了高

效算法．后续人们在此基础上对结式及子结式理论进行了逐

步完善。

近年来，人们开始关注不同多项式基下直接处理多项

式代数的问题以及怎样避免转换到标准基时可能出现的数

值不稳定问题．Laguerre 基作为一种重要的正交多项式基，

在数值分析、逼近理论和量子力学等领域有广泛应用 [8-9]，

本文旨在研究 Laguerre 基下单变量多项式的子结式表达式，

为进一步研究 Laguerre 基下多项式组的公共根问题和其他相

关应用奠定理论基础．

1. 预备知识 

本文主要研究单变量多项式的子结式在 Laguerre 基下的

表示．本节首先对广义 Laguerre 基、两个单变量多项式的子

结式的定义进行回顾．

Laguerre 多项式是一类经典的正交多项式，满足： 
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该方程可通过展开级数
0
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∞
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=∑ 进行求解 [10]．而广义

Laguerre 多项式 ( ) ( )nL xα 满足更一般的微分方程： 

2
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设 1α > − ，经典 Laguerre 多项式 ( ) ( )nL xα 在[0, )+∞
上关于函数 xx eα − 正交．其正交关系为：
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广义 Laguerre 多项式的生成函数为： 
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从生成函数可以得到 Laguerre 多项式的显式表达式 [11]： 
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当 0α = 时，(3) 式 退 化 为 标 准 Laguerre 多 项 式

(0) ( ) ( )n nL x L x= ，且恒有 (0)
0 0( ) ( ) 1L x L x= = ．

设 , [ ]F G x∈ 是 Laguerre 基下的一组多项式，它们

的次数分别为 ,n m ( )n m≥ ， 1 2, ,..., nα α α 式 F 的 n

个根，即

( ) ( ) ( )
1 1 0 0 1 0

( ) ( ) ( )
1 1 0 0 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) .

n
n n n n n

m
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α α α

α α α

− −
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= + + + = + + +

 

 

定 义 1( 子 结 式 ) [12] 给 定 形 如 (4) 式 的 两 个 多 项 式

, [ ]F G x∈ ，定义多项式 ,F G 关于 x 的 k 阶子结式为

det: ( 1)
det
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其中 kS 中 kx 的系数记为 ks ，且
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．

	 针对 (5) 所示的表达式 kS ，应先将 1 2, ,..., nα α α
视为不定元而不是直接代入 F 的根，执行表达式中的精

确除法，得到一个关于 1 2, ,..., nα α α 的对称多项式，再将

1 2, ,..., nα α α 赋值为 F 的根，对上述对称多项式进行求值

．这一处理方式确保了表达式在 F 有重根时仍能有效计算，

避免了此时直接代入根导致的分母为零的问题．

命题 1[12] 对于多项式 , [ ]F G x∈ ，以下两个条件等价：

(1) F 和 G 的 最 大 公 因 式 的 次 数 为 k ( 即

deg gcd( , )F G k= )；

(2) 前 k 个子结式中，前 1k − 个均为零，且第 k 个非零 ( 即

0 1 0ks s −= = = 且 0ks ≠ )．

进一步地，若 deg gcd( , )F G k= ，则 F 与 G 的最大公

因式恰好等于 k 次子结式多项式 kS ，即 gcd( , ) kF G S= ．

2. 主要定理

本节将给出本文的主要定理，通过过渡矩阵建立标准

基和 Laguerre 基的联系，接着利用定义 1 将标准基下的子结

式理论推广到 Laguerre 基下的 k 阶子结式．

定理 1  给定形如 (4) 式的 Laguerre 基下的两个多项式

, [ ]F G x∈ ，则

( )
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k
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其中
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．

证明 通过分别证明 (5) 式和 (6) 式分子分母的等价性来

证明本文主要定理．

设 T 是 ( )2 1
1 1, , ...,

Tn
nx x x x −
− = 到

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 2 1( ), ( ), ( ),..., ( )

T

n nL L x L x L x L xβ β β β β
− −= 的 过 渡 矩

阵，则对 1,...,i n= 满足 ( )
1( ) ( )n i iL T xβ α α− = ⋅

 ，由广义

Laguerre 基的显示表达式的定义有，
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从而，



教育探讨 7卷 11 期
ISSN:2705-1323（O）2737-4149（P）

    62

0

0 1

0 1 2

0 1 2 1

( 1)
00!
1 1( 1) ( 1)

1 00! 1!
2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

2 1 00! 1! 2!

1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 3 00! 1! 2! ( 1)!

n

T

n n n n
n n n n

β

β β

β β β

β β β β−

  −
  

 
 + +   − −

   
   

= + + +     − − −
     
     

− + − + − + − +       − − − −
       − − − −       

   








 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



则有
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接下来我们首先考虑定义 1 中的分母，由定义 1 及过

渡矩阵可得，
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对等式两边同时求行列式，由于 1T − 为下三角矩阵则

有，
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接着考虑定义 1 中的分子，为了便于证明本文将 M 分

为上下两块，上块为前 n k− 行，下块为后 1k + 行，即
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对 1M 我们有，
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同样的对 2M 我们有，
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联立 1 2,M M 并对等式两边同时求行列式有，
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从而
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其中
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对于 Laguerre 基下最高项系数为 1 的单变量多项式 F
，其展开为标准基后最高项系数为

( 1)
!

n

n
−

，将得到的分子

分母代入式 (5) 后可得式 (4) 所示的 Laguerre 基下的单变量

多项式 ,F G 的 k 阶子结式为，
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故
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则定理 1 得证．

为了便于计算，考虑对矩阵 N 的后 1k + 行做行变换．

对 1, 2, ,...,i n k n k k= − + − + ，第 i 行减去 ( )
1 ( )iL xβ
− 倍

的 n kr − 行以使最后一列除第 n kr − 行外其余全为 0，即
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β β

β β

β β β

β β β

β

α α α α

α α α α
α α

α α

α α

−−

− − − −

− − − −

−

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

⋅

→



  





   



 



( )

( ) ( ) ( )
0 1 0 0
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

n n

n

n

n

k k k n k

G
L L L x
L L x L L x
L L x L L x

L L x L L x

β

β β β

β β β β

β β β β

β β β β

α α
α α
α α
α α

α α

 ⋅
 
 
 − −
 

− − 
 
  − − 







   



．

此时按最后一列展开，则有

( ) ( )
0 1 1 0

( ) ( )
2 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
det ( 1) det

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n k n k n k n n

n

k k k n k

L G L G

L G L G
N

L L x L L x

L L x L L x

β β

β β

β β β β

β β β β

α α α α

α α α α
α α

α α

− + − − − −

 
 
 
 

= − ⋅  
− − 

 
  − − 



  





  



将 符 号 因 子 2 1( 1) n k− +− 与 式 (7) 中 的 符 号 因 子

2( 2 2)( 1) n k k mn− + + +− 合并得到
2 ( 2 1) ( 2) 1( 1)k n k m n+ − + + + +− ，由

于 2 ( 2 1) ( 2) 1 1mod 2k n k m n mn+ − + + + + ≡ +

从而 Laguerre 基下的单变量多项式 ,F G 的 k 阶子结式

的另一种形式为，

1
( )

det: ( 1)
det

mn
k

NS c
L β

+ ′= − ⋅ ⋅ ．

其中 c′和式 (6) 一致，
( ) ( )
0 1 1 0

( ) ( )
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n k n k n n

n

k k k n k

L G L G

L G L G
N

L L x L L x

L L x L L x

β β

β β

β β β β

β β β β

α α α α

α α α α
α α

α α

− − − −

 
 
 
 

=  
− − 

 
  − − 



  





  



，

( ) ( )
0 1 0

( )

( ) ( )
1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

n

n n n

L L
L

L L

β β

β

β β

α α

α α− −

 
 

=  
 
 



  



最后通过一个例子来说明定理 1 中 Laguerre 基下两个单

变量多项式的子结式的计算．

例 1．考虑两个多项式 ,F G ，设 1k = ，给定 1β = ，其

中

(2) (2) (2) 3 2
3 2 1 0

(2) (2) (2) 2
2 1 0

1 9( ) 2 ( ) ( ) 3 ( ) 4 12 9,
3 2

3( ) 3 ( ) 2 ( ) ( ) 7 6.
2

F x L x L x L x L x x x

G x L x L x L x x x

= + − + = − + − +

= − + = − +

且易得 F 的根为
3 ,6 3 2,6 3 2
2

α  = − + 
 

，则通过定义 1

计算 F 和 G 在标准基下的 k 阶子结式为

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2
2 2

3 6 3 2 6 3 2 0
2

3 3 6 3 2 6 3 2 6 3 2 6 3 2 0
2 2

1 1 1 1
3 6 3 2 6 3 21 2( ) :

3
1 1 1
3 6 3 2 6 3 2
2
3 6 3 2 6 3 2
2

83 25+ .
12 4

G G G

G G G

x
S F

x

  − + 
 
 ⋅ − ⋅ − + ⋅ + 
 

− +
= ×

− +

  − + 
 

= −

由于 deg 2 0(mod 2)G = ≡ ，且当 1β = 时

(1) (1) (1) 2
0 1 2

1( ) 1, ( ) 2 , ( ) 3 3
2

L x L x x L x x x= = − = − + ，

(1)
1

3( ) 4 3 2 4 3 2
8

L α  = − − + − −  
，， ，

2
(1)
2

2(6 3 2) 6 3 2)36 23 1 2 36 29 3(( )
8 2 2

1 2L α
 

= − 
+



−
− −


+ −，， ，

3 9
2 8

G   = − 
 

， ( )
2(6 3 2) 36 21 236 3 2

2
G − +− =

− ，

( )
26 3 2) 36 21 23(6 3 2

2
G − −+ =

+ ．

则由本文的主要定理有，

2 29 3(6 3 2) 3(6 3 2)36 21 2 36 21 2 0
8 2 2
9 0det 16

1 1 1 1
1 4 3 2 4 3 2 2
2
27 2(83 75) ,

378 267 2 378 267 2

8

N

x

x

− +

+

− − + − −

−=

− + − − −

−
=

− − −

−

)

2 2

(

1 1 1
1 27 2det 4 3 2 4 3 2
2 4
3 (6 3 2) (15 9 2 15 9 2
8 2 2

6 3 2)

L β = − + − − = −

−
−

+
− + + − − +

,

从而 F 和 G 在 Laguerre 基下的 k 阶子结式为，

2

01 3 2
1 2 ( )

1

!
2 det( ) : ( 1)
3! det!

1 2 83 75( 1)
2 3! 2 2

83 25 .
12 4

j

i

j
NS F

Li

x

x

β
=+ ⋅

=

 = − ⋅ ⋅ × 
 

   = − ⋅ ⋅ ⋅ −   
   

= − +

∏

∏
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比较可知所得结果与 F 和 G 在标准基下的 k 阶子结式

等价．

3. 总结

本文研究了 Laguerre 基下单变量多项式的子结式表达

式 . 通过将标准基下的子结式理论与 Laguerre 基下的多项式

的性质相结合，推导出了 Laguerre 基下子结式的具体表达式。

这一表达式直接在 Laguerre 基下表示，避免了基转换带来的

计算复杂性和数值不稳定性． 
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